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We study the problem of existence of a unique bounded solution of a difference equation on a half-axis
with asymptotically constant operator coefficients in a Banach space. Necessary and sufficient conditions
for the existence and uniqueness of bounded solutions are obtained in the cases of the equation with and
without initial condition.

Вивчається питання iснування єдиного обмеженого розв’язку рiзницевого рiвняння на напiвосi з
асимптотично постiйним операторним коефiцiєнтом у банаховому просторi. Отримано необхiднi
й достатнi умови iснування та єдиностi обмежених розв’язкiв для випадкiв рiвняння з початковою
умовою та без початкової умови.

Вступ. Нехай (X, ‖ · ‖) — комплексний банахiв простiр, L(X) — пiдпростiр лiнiйних
неперервних операторiв в X, I ∈ L(X) — одиничний оператор. Позначимо через σ(A)
спектр оператора A ∈ L(X). Термiн “пiдпростiр” використовуватимемо для позначення
замкненої лiнiйної пiдмножини X.

Розглянемо рiзницеве рiвняння на напiвосi

xn+1 = Anxn + yn, n ≥ 0, (1)

де {An : n ≥ 0} ⊂ L(X), {yn | n ≥ 0} ⊂ X — вiдомi послiдовностi, {xn | n ≥ 0} ⊂ X —
шукана.

Рiвняння такого типу привертали увагу багатьох провiдних спецiалiстiв з диференцi-
альних рiвнянь i вивчалися, зокрема, в роботах А. М. Самойленка, О. А. Бойчука, А. Я. До-
роговцева, В. Ю. Слюсарчука, М. Ф. Городнього, О. О. Покутнього та iнших (див. роботи
[1 – 5] та наведену там бiблiографiю).

Особливо повно вдалося дослiдити рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Зокрема, добре
вiдомi такi результати щодо обмежених розв’язкiв рiвняння (1) у випадку сталого опера-
торного коефiцiєнта.

Теорема 1 [5, 6]. Рiзницеве рiвняння (1) у випадку An = A, n ≥ 0, має єдиний обмежений
розв’язок {xn | n ≥ 0} ⊂ X для довiльної обмеженої послiдовностi {yn | n ≥ 0} ⊂ X тодi й
лише тодi, коли
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σ(A) ⊂ {z ∈ C | |z| > 1}.

Теорема 2 [7]. Рiзницеве рiвняння (1) у випадку An = A, n ≥ 0, має обмежений розв’язок
{xn | n ≥ 1} ⊂ X для довiльної обмеженої послiдовностi {yn | n ≥ 0} ⊂ X i довiльного
x0 ∈ X тодi й лише тодi, коли

σ(A) ⊂ {z ∈ C | |z| < 1}.

У загальному випадку змiнного операторного коефiцiєнта умови iснування та єдиностi
обмеженого розв’язку пов’язанi з умовою дискретної експоненцiальної дихотомiї (див.,
наприклад, [8]). Такi умови важко перевiряти, тому важливими є дослiдження спецiальних
випадкiв. Одним iз напрямкiв таких дослiджень є розгляд кусково-сталих операторних
коефiцiєнтiв для рiвнянь на всiй осi, якi розпочато в роботах [9, 10].

У цiй роботi розглянемо iнший важливий випадок— асимптотичне наближення коефi-
цiєнта до сталого оператора. А саме, дослiдимо питання iснування та єдиностi обмеженого
розв’язку рiвняння (1) у випадку змiнного оператора, який є асимптотично сталим на
нескiнченностi.

Точнi умови асимптотичної поведiнки операторiв на нескiнченностi описує таке озна-
чення.

Означення 1. Позначимо через As(X) клас усiх послiдовностей {Bn : n ≥ 1} ⊂ L(X),
якi задовольняють умови:

1) iснує оператор B ∈ L(X) такий, що (в операторнiй нормi)

Bn → B, n→ +∞;

2) ∀n ≥ 0 : ∃B−1n ∈ L(X);

3) ∀n ≥ 0 : BnB = BBn;

4) ∃B−1 ∈ L(X);

5) ∃C > 0 : ∀m,n ≥ 0, m < n :
∏n

k=m

∥∥B−1Bk

∥∥ ≤ C;
6) ∃C > 0 : ∀m,n ≥ 0, m < n :

∏n

k=m

∥∥B−1k B
∥∥ ≤ C.

Рiвняння без початкової умови. Позначимо

l∞(X) :=

{
(x1, x2, . . .)

∣∣∣∣ sup
n≥1
|xn| < +∞

}
— банахiв простiр з рiвномiрною нормою.

Лема 1. Нехай C ∈ L(l∞(X)) i послiдовнiсть {An : n ≥ 1} ⊂ L(X) має (в операторнiй
нормi) границю A ∈ L(X). Тодi для довiльної обмеженої послiдовностi v ∈ l∞(X) iснує N ∈ N
i обмежена послiдовнiсть u ∈ l∞(X), для якої

(An −A)(Cu)n + un = vn, n ≥ N. (2)

Доведення. Нехай C — ненульовий оператор (iнакше твердження очевидне). Вико-
ристовуючи асимптотичну поведiнку операторного коефiцiєнта в умовi 1), можна знайти
настiльки велике N ∈ N, що

∀n ≥ N : ‖An −A‖‖C‖ ≤
1

2
.
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Шукатимемо потрiбну послiдовнiсть u в пiдпросторi

l∞(X,N) :=


0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

N−1

, xN , xN+1, . . .

 ∣∣∣∣∣ x ∈ l∞(X)


простору l∞(X).

Позначимо (Dx)n = (An − A)xn, n ≥ N. Тодi D — лiнiйний неперервний оператор у
просторi l∞(X,N) з нормою, що не перевищує 1

2‖C‖
.

Нехай PN — проєктор з простору l∞(X) у пiдпростiр l∞(X,N), який перетворює
першi N − 1 координат на нульовi елементи. Позначимо CN = PNC. Тодi CN — лiнiйний
обмежений оператор у просторi l∞(X,N) з нормою, що не перевищує ‖C‖.

Тепер ми можемо переписати рiвняння (2) як рiвняння у просторi l∞(X,N) вигляду

DCNu+ u = PNv.

Оскiльки
‖DCN‖ ≤

1

2‖C‖
‖C‖ = 1

2
< 1,

то це рiвняння має єдиний розв’язок u ∈ l∞(X,N).
Лема 2. Нехай послiдовнiсть {An : n ≥ 1} належить до класу As(X) i має границю

A ∈ L(X). Позначимо

R(n,m) := AnAn−1 . . . Am+1, n > m ≥ −1, R(n, n) = I, n ≥ −1,

R(m,n) := (R(n,m))−1, n > m ≥ −1.

Довiльний розв’язок рiвняння (1) має вигляд

xn = R(n− 1,−1)x0 +R(n− 1, 0)y0 +R(n− 1, 1)y1 + . . .+R(n− 1, n− 1)yn−1, n ≥ 1,

та iснує стала L > 0 така, що

∀m ≥ −1, n ≥ −1 : L−1 ≤ ‖R(n,m)Am−n‖ ≤ L.

Доведення. За iндукцiєю легко перевiрити, що формула для розв’язку справедлива. З
умов 5), 6) означення класу As(X) випливає iснування такої сталої C > 1, що

∀n ≥ 0 :
n−1∏
m=0

∥∥A−1m A
∥∥ ∈ [1/C,C],

∀n ≥ 0 :
n−1∏
m=0

∥∥A−1Am

∥∥ ∈ [1/C,C].

Тодi для n > m ≥ −1 маємо

∥∥R(n,m)Am−n∥∥ =
∥∥AnA

−1 . . . Am+1A
−1∥∥ ≤ n∏

k=m+1

∥∥AkA
−1∥∥ ≤ C2,
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∥∥R(m,n)An−m∥∥ =
∥∥A−1m+1A . . . A

−1
n A

∥∥ ≤ n∏
k=m+1

∥∥A−1k A
∥∥ ≤ C2,

∥∥R(n,m)Am−n∥∥ ≥ ∥∥R(m,n)An−m∥∥−1 ≥ 1/C2,∥∥R(m,n)An−m∥∥ ≥ ∥∥R(n,m)Am−n∥∥−1 ≥ 1/C2

i можна покласти L = C2.

Теорема 3. Нехай послiдовнiсть {An : n ≥ 1} належить до класу As(X) i має границю
A ∈ L(X). Рiзницеве рiвняння (1) має єдиний обмежений розв’язок {xn | n ≥ 0} ⊂ X для
довiльної обмеженої послiдовностi {yn | n ≥ 0} ⊂ X тодi й лише тодi, коли

σ(A) ⊂ {z ∈ C | |z| > 1}.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай для довiльної обмеженої послiдовностi {yn | n ≥ 0} ⊂
⊂ X iснує єдиний обмежений розв’язок {xn | n ≥ 0} ⊂ X.

Згiдно з теоремою Банаха про обернений оператор iснує лiнiний неперервний оператор
C : l∞(X) → l∞(X), який довiльну обмежену послiдовнiсть {yn | n ≥ 0} ⊂ X перетворює
на вiдповiдний обмежений розв’язок {xn | n ≥ 0} ⊂ X рiвняння (1).

Припустимо вiд супротивного, що iснує z ∈ σ(A), |z| ≤ 1. Тодi можливий один iз двох
випадкiв:

1) z — власне число оператора A :

∃v ∈ X, v 6= 0 : Av = zv.

Оскiльки |z| ≤ 1, послiдовнiсть
{
Anv : n ≥ 1

}
обмежена. За лемою 2

‖R(n,−1)v‖ =
∥∥R(n,−1)A−nAnv

∥∥ ≤ L ‖Anv‖ , n ≥ −1,

звiдки випливає обмеженiсть послiдовностi {R(n− 1,−1)v : n ≥ 0}. Але ця послiдовнiсть
є розв’язком однорiдного рiвняння (1). А тому що оператор R(n − 1,−1) має обернений,
то це нетривiальний розв’язок. Суперечнiсть.

2) z не є власним числом оператора A, але iснує такий елемент v ∈ X, що

∀x ∈ X : (A− zI)x 6= v.

Перепишемо рiвняння (1) у виглядi

xn+1 = Axn + (An −A)xn + yn, n ≥ 0. (3)

Використовуючи лему 1, можемо знайти таке N ∈ N i таку обмежену послiдовнiсть
{yn | n ≥ 0} ⊂ X, що

(An −A)(Cy)n + yn = znv, n ≥ N.

Вiдповiдний до цiєї послiдовностi обмежений розв’язок рiвняння (3) x = Cy ∈ l∞(X)
задовольняє рiвняння

xn+1 = Axn + znv, n ≥ N. (4)
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Це рiвняння не може мати iншого обмеженого розв’язку, тому що обмеженiсть послi-
довностi

{
AnxN : n ≥ N

}
веде до суперечностi так само, як у випадку 1.

Але
{
wn = z−1xn+1 : n ≥ N

}
— також обмежений розв’язок рiвняння (4). Тому xn =

= z−1xn+1, n ≥ N. Тодi xn = zn−NxN , n ≥ N. Пiдставляючи в (4), отримаємо

z1−NxN = Az−NxN = v ⇔ (A− zI)
(
−z−NxN

)
= v.

Суперечнiсть.
Достатнiсть. Нехай справджується включення σ(A) ⊂ {z ∈ C | |z| > 1}. З нього

випливає, що спектральний радiус оператора A−1 менше 1, тому

∃C > 0 ∃ε ∈ (0, 1) ∀n ∈ N : ‖A−n‖ ≤ C(1− ε)n.

Використовуючи лему 2, одержуємо

‖R(m,n)‖ ≤ L
∥∥Am−n∥∥ ≤ LC(1− ε)n−m, n > m ≥ −1.

Тепер для довiльного обмеженого розв’язку {xn | n ≥ 1}, використовуючи зображення з
леми (2), маємо

x0 +R(−1, 0)y0 +R(−1, 1)y1 + . . .+R(−1, n− 1)yn−1 = R(−1, n− 1)xn → 0, n→∞.

Тому елемент

x0 = −
∞∑
k=0

R(−1, k)yk

визначено однозначно. Розв’язок, що починається з цього елемента, обмежений внаслiдок
оцiнки

‖xn‖ =

∥∥∥∥∥
∞∑
k=n

R(n− 1, k)yk

∥∥∥∥∥ ≤ ‖y‖∞
∞∑
k=n

LC(1− ε)k−n+1 ≤ LC

ε
‖y‖∞.

Приклад 1. Розглянемо у просторi X = C([0, 1]) з рiвномiрною нормою оператори

(Anx)(t) = et+a(1 + tn − tn+1/n)x(t), t ∈ [0, 1], n ≥ 1,

де a ∈ R — деяка стала. Такi оператори мають рiвномiрну границю A, яку задає рiвнiсть

(Ax)(t) = et+ax(t), t ∈ [0, 1].

Дiйсно, враховуючи, що функцiя g(t) = tn − tn+1/n набуває найбiльшого на вiдрiзку [0, 1]

значення у точцi t =
(

n2

n2 + 1

)n

, маємо

‖An −A‖ = max
t∈[0,1]

∣∣∣tn − tn+1/n
∣∣∣ = ( n2

n2 + 1

)n2

−
(

n2

n2 + 1

)n2+1

= rn,

причому

rn =
1

n2 + 1

(
n2

n2 + 1

)n2

∼ e−1

n2
→ 0, n→∞.
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Перевiримо для послiдовностi {An : n ≥ 1} iншi умови належностi до класу As(X). Усi
наведенi оператори мають оберненi й комутують мiж собою. Крiм того,∥∥AnA

−1∥∥ = max
t∈[0,1]

∣∣∣1 + tn − tn+1/n
∣∣∣ = 1 + rn,

∥∥AA−1n

∥∥ = max
t∈[0,1]

∣∣∣(1 + tn − tn+1/n)−1
∣∣∣ = 1.

Оскiльки нескiнченний добуток
∏∞

n=1
(1 + rn) збiжний, то умови 5, 6 справджуються.

Спектр оператора A — це вiдрiзок
[
ea, e1+a

]
дiйсної прямої у комплекснiй площинi.

Застосування теореми 3 показує, що рiвняння (1) має єдиний обмежений розв’язок для
довiльної вiдомої обмеженої послiдовностi у випадку a > 0. У iнших випадках умову
iснування та єдиностi порушено.

Рiвняння з початковою умовою.
Теорема 4. Нехай послiдовнiсть {An : n ≥ 1} належить до класу As(X) i має границю

A ∈ L(X). Рiзницеве рiвняння (1) має обмежений розв’язок {xn | n ≥ 1} ⊂ X для довiльної
обмеженої послiдовностi {yn | n ≥ 0} ⊂ X i довiльного x0 ∈ X тодi й лише тодi, коли

σ(A) ⊂ {z ∈ C | |z| < 1}. (5)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай для довiльного x0 ∈ X i довiльної обмеженої послi-
довностi {yn | n ≥ 0} ⊂ X розв’язок {xn | n ≥ 1} ⊂ X обмежений.

1. Нехай yn = 0, n ≥ 0, i x0 ∈ X довiльний. У цьому випадку розв’язок набуває
вигляду

xn = R(n− 1,−1)x0, n ≥ 1.

З обмеженостi розв’язку випливає, що

∀x0 ∈ X : sup
n≥0
‖R(n− 1,−1)x0‖ < +∞.

За теоремою Банаха –Штейнгауза маємо

sup
n≥0
‖R(n− 1,−1)‖ < +∞. (6)

2. Нехай yn = R(n,−1)z0, n ≥ 0, i x0 ∈ X, z0 ∈ X довiльнi. У цьому випадку розв’язок
має вигляд

xn = R(n− 1,−1)(x0 + nz0), n ≥ 1.

Оскiльки розв’язок обмежений i справджується умова (6), маємо

∀z0 ∈ X : sup
n≥1

∥∥nR(n,−1)z0∥∥ < +∞. (7)

За теоремою Банаха –Штейнгауза одержуємо

sup
n≥1
‖nR(n,−1)‖ < +∞. (8)
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3. Нехай
yn = (n+ 1)R(n,−1)z0, n ≥ 0,

i x0 ∈ X, z0 ∈ X довiльнi. Ця послiдовнiсть обмежена внаслiдок (8). За iндукцiєю легко
перевiрити, що розв’язок має вигляд

xn = R(n− 1,−1)
(
x0 +

(n+ 1)(n+ 2)

2
z0

)
, n ≥ 0.

Оскiльки розв’язок обмежений i справедливе спiввiдношення (6), то

∀y0 ∈ X : sup
n≥1

∥∥n2R(n,−1)∥∥ < +∞.

Використовуючи умови означення класу As(X) i оцiнку

‖An‖ =
∥∥R(n− 1,−1)A−10 A . . . A−1n−1A

∥∥ ≤ ‖R(n,−1)‖ n−1∏
k=0

∥∥A−1k A
∥∥, n ≥ 1,

отримуємо обмеженiсть послiдовностi
{
n2An : n ≥ 1

}
.

Звiдси випливає, що для довiльного z ∈ C, |z| ≥ 1, збiгається ряд
∞∑
n=0

∥∥z−nAn
∥∥ ,

а отже, iснує обернений оператор (A− zI)−1 ∈ L(X).
Тому умова σ(A) ⊂ {z ∈ C | |z| < 1} виконується.
Достатнiсть. Нехай умова (5) виконується. З цього випливає, що спектральний радiус

оператора A менший за 1, тому

∃C > 0 ∃ε ∈ (0, 1) ∀n ≥ 0 : ‖An‖ ≤ C(1− ε)n.

Використовуючи лему 2, маємо

‖R(n,m)‖ ≤ L‖An−m‖ ≤ LC(1− ε)n−m, n ≥ m ≥ −1.

Тому розв’язок рiвняння (1) обмежений для довiльного x0 ∈ X :

‖xn‖ ≤ ‖R(n− 1,−1)x0‖+

∥∥∥∥∥
n−1∑
k=0

R(n− 1, k)yk

∥∥∥∥∥ ≤
≤ CL(1− ε)n‖x0‖+ ‖y‖∞

n−1∑
k=0

CL(1− ε)n−1−k ≤ CL

ε
‖y‖∞ + CL‖x0‖, n ≥ 1.

Приклад 2. У просторi X = C([0, 1]) з рiвномiрною нормою розглянемо оператори

(Anx)(t) = et+a(1 + tn − tn+1/n)x(t), t ∈ [0, 1],

де a ∈ R — деяка стала. Такi оператори мають рiвномiрну границю A, задану рiвнiстю

(Ax)(t) = et+ax(t), t ∈ [0, 1].

Як показано у прикладi 1, послiдовнiсть {An : n ≥ 1} належить до класу As(X), спектр
оператора A — це вiдрiзок

[
ea, e1+a

]
дiйсної прямої в комплекснiй площинi.
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Застосовуючи теорему 4, бачимо, що рiвняння (1) має обмежений розв’язок для довiль-
ної вiдомої обмеженої послiдовностi у випадку a < −1. У iнших випадках умова iснування
не виконується.
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